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�d�b~ �²Ô�Ñ ���f���²Ò �TÕ¦Ô��������zhaÕ�� � c�h¦ÓqÒ�h¦Ó
" Ú�Ù
Ûµ÷JÝÆæ¦â�ßHÙ �xð ãóß�é��¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙ���åäçJø�Ú�� Ûµ÷JÝÆæoâ�ß�éµå�ë
Ú�×�Ûµåªè�ßHãgàmÚoø�ÝWè�Ú�ç0#}ÝeÙµÛ�ÝeÙ�ÚHÞFÛµ÷JÝ ð Ü_Ù�Ú�ÛµÙ�Ú�ç è�Ú�çJéµåªé�Û�é
ÚHÞ¡ßÐøDåäà¯×�ãªÝ�øH�¡ßHãäã�ßHçoÛ�Ýeç�ç�ß ßHçJøáß>ì7Ý�ßHà Þ£Ú�Ùµà¯åäç ð
à¯åäÙµÙ�Ú�ÙléµÜDéµÛ�Ýeà8Ú�×�Ûµåäà¯å � Ý�øiÞ·Ú�ÙÐÛµ÷JÝaàmÚ_ø�Ý�é ð å8#}Ýeç
åäçQ	 ßHì�ãªÝ í ú " Ú�ÙÆÛµ÷JÝ�écÝ¯àmÚoø�Ý�éÆÛµ÷JÝmøDåäà¯×�ãªÝ�øQ�.ßHãäã
ßHçoÛ�Ýeç�ç�ß<éµ÷JÚ ��é ßQ��Ýeãäã&Þ·Ú_èeâJé�Ý�ø ìgÝ�ßHà���åäÛµ÷iãªÚ �
øDåPO7Ùcß�èeÛµåªÚ�ç�ÚHÞ�Ûµ÷JÝ Ùcß�øDåóßHÛµåªÚ�ç�×�ßHÛµÛ�ÝeÙµç è�Ú�à¯×�ßHÙ�Ý�ø
Û�Ú�ßaé�åäà¯×�ãªÝy�.ß�#}Ý ð â�åªø�Ý/èeâ�ÛmßHçoÛ�Ýeç�ç�ßDúQ	.÷JÝyRJÙ�éµÛ
à¯åäÙµÙ�Ú�Ù�åªé�ß6ãóßHÙ ð Ý
æoâ�ß�éµå�ë�Ýeãäãäåä×�Ûµåªè�ßHãgÚ�çJÝ � Ûµ÷JÝ�écÝ�è�Ú�çJøßHçJøòÛµ÷�åäÙ�ø ßHÙ�Ý>×�÷�ß�é�Ýlè�Ú�ÙµÙ�Ý�èeÛµåäç ð à¯åäÙµÙ�Ú�Ù�é���åäÛµ÷êß
çJÚ�çDë�æoâ�ß�øDÙcßHÛµåªè�é�÷�ßH×gÝ�ÚHÞ$Ûµ÷JÝ�éµâ�Ù�Þß�è�Ý�ú�	.÷JÝ�é�Ý�Û+��Ú
à¯åäÙµÙ�Ú�Ù�é���ÝeÙ�Ý ßHãªé�Ú>Ú�×�Ûµåäà¯å � Ý�øaÞ£Ú�Ù
ì�Ù�Ú}ß�øDì�ßHçJø Ú�×Dë
ÝeÙcßHÛµåªÚ�ç/åäç Ûµ÷JÝbL ø�Ý�éµå ð ç/àmÚ_ø�Ý�é - M / ú
Ö.Û�×�Ù�Ý�é�ÝeçoÛ�Þ£Ú�Ù Ûµ÷JÝ�çJÝ� ø�Ý�éµå ð ç ÚHÞ ß @EX %&ë
øDåóßHàmÚ�çJø��¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙ���åäçJø�Ú��8ß àmÚoøDåPR�Ý�ø æoâ�ß�éµå�ë
Ú�×�Ûµåªè�ßHãAàmÚ_ø�Ýxè�Ú�ç0#}ÝeÙµÛ�ÝeÙWåªé�â�çJø�ÝeÙ
ø�Ý#}ÝeãªÚ�×�àmÝeçoÛ�ú

����� �&���5�&�bhoÓy�QhoÔ�Ñ �²Ó?h&�Qh � Ò�Ñ
	²Ú/è�÷JÝ�ècöáÛµ÷JÝmø�Ý�éµå ð ç<ÚHÞ.Ûµ÷JÝmæoâ�ß�éµå�ë�Ú�×�Ûµåªè�ßHã$àmÚ_ø�Ý
è�Ú�çU#}ÝeÙµÛ�ÝeÙ � è�Ú�ãªøôÛ�Ý�é�Û/àmÝ�ß�éµâ�Ù�ÝeàmÝeç¦Û�é ÷�ß�#}Ý<ì7Ý�Ýeç×7ÝeÙ�Þ·Ú�ÙµàmÝ�øÆÙ�Ý�è�Ýeç¦ÛµãäÜ ->�?/ ú " Ú�ÙFÛµ÷JÝ

TE22,8

ëàmÚoø�Ý$Ûµ÷JÝ
è�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý�øuR�Ýeãªøl×�ßHÛµÛ�ÝeÙµç�2 " å ð ú [ 6¡é�÷JÚ���Ý�ø`ß ð ÚoÚ_ø
ß ð Ù�Ý�ÝeàmÝeçoÛ7��åäÛµ÷ Ûµ÷JÝ àmÝ�ß�éµâ�Ù�Ý�øòÚ�â�Ûµ×�â�ÛÆì7Ý�ßHà ßHÛ
Ûµ÷JÝ�×gÚ�éµåäÛµåªÚ�ç ÚHÞ$Ûµ÷JÝ7��åäçJø�Ú � 2 " å ð ú ü 6Qú�$oåäçJè�Ý�Û+��Ú
é�ÝeÛ�éWÚHÞ�æoâ�ß�éµå�ë�Ú�×�Ûµåªè�ßHã�Ú�â�Ûµ×�â�Û6é�Ü_éµÛ�Ýeàmé&÷�ß�#}Ý�ì7Ý�Ýeç
à>ß�èc÷�åäçJÝ�ø�ßHçJø ß�è�Ú�à¯×�ßHÙµåªé�Ú�ç ÚHÞJìgÚ�Ûµ÷�é�ÝeÛ�éFé�÷JÚ���Ý�ø
×�Ùcß�èeÛµåªè�ßHãäãäÜ Ûµ÷JÝ�écßHàmÝ�Ù�Ý�éµâ�ãäÛ�é�Ú�çJÝ�écÝeÛ$è�ßHçmìgÝ�âJé�Ý�ø
Û�Ú¯è�Ú�çoÛµåäç¦âJÝ�Ûµ÷JÝxãªÚ�� ×gÚ ��ÝeÙ
àmÝ�ß�é�â�Ù�ÝeàmÝeç¦Û�é���÷�åäãªÝ
Ûµ÷JÝxÚ�Ûµ÷JÝeÙ
écÝeÛ�åªé�âJé�Ý�ø åäç Ûµ÷JÝ ð Ü_Ù�Ú�ÛµÙ�Ú�çAú

m)npoUq�r�s{¡�v5� �������}�������N®T¢¦�N��®á¬o�������c~���|�¨.���}�
TE22,8

¢
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¥}��aY¦¨§ �f�x�YÔ��Q� � �
© Ó�h��mÑ�Ò�hoÓ���� � �z�&�

')W>èeåªÝeç¦ÛÆÚ�×7ÝeÙcßHÛµåªÚ�ç`Þ£Ú�ÙxßmãóßHÙ ð Ý�ç¦â�à�ìgÝeÙÆÚHÞ�Ú�×7ÝeÙ�ë
ßHÛµåäç ð àmÚoø�Ý�é6ßHÛ
øDåPO[ÝeÙ�Ýeç¦Û&ÞYÙ�Ý�æoâJÝeçJèeåªÝ�é&åªé�×7Ú�é�éµåäì�ãªÝ
ìoÜ�âJéµåäç ð ß&ì�Ù�Ú}ß�øDì�ßHçJømèc÷JÝeà¯åªè�ßHã�#�ßH×gÚ�Ù�ø�Ýe×7Ú�éµåäÛ�Ý�ø
2 @EX %Y6 øDåóßHàmÚ�çJøg�¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙy��åäçJø�Ú��Æúª�¡â�Û>Ý#}Ýeç
Û�Ú�â ð ÷�Ûµ÷JÝ à>ßHçoâDÞ£ß�èeÛµâ�Ùµåäç ð ÚHÞ í�ý�ý à¯à øDåóßHàmÝeÛ�ÝeÙ
øDåªécè�éWécÝ�Ýeàmé&Û�ÚÐì7Ý�çJÚÐ×�Ù�Ú�ì�ãªÝeà�Þ·Ú�ÙWÛµ÷JÝ�åäçJøDâJéµÛµÙµÜ �ßHçáÚ�Ù�ø�ÝeÙÆÚHÞ¡Û+��Ú íeü¦ý à¯à øDåóßHàmÝeÛ�ÝeÙÆøDåªé�è�é � Ú�çJÝmßHÛÛµ÷JÝ " ÙcßHâ�ç�÷JÚHÞ£ÝeÙ û çJéµÛµåäÛµâ�Û�ÝÆåäç " Ù�Ýeåäì�â�Ù ð � þ ÝeÙµà>ßHç¦ÜßHçJøõÚ�çJÝlßHÛ�'$ãªÝeàmÝeç¦Û�$oåP�ª2TÞ£Ú�ÙµàmÝeÙ�%6Ýeì7Ý�ÝeÙ�é^6 � Ù�ÝQë
#}Ý�ßHãªé>à>ßHç¦Ü øDåPW>èeâ�ãäÛµåªÝ�éÐåäç Ûµ÷JÝa×�Ù�ÚoøDâJèeÛµåªÚ�çi×�Ù�ÚHë
è�Ý�écé�ÚHÞ�ãóßHÙ ð Ý @EX %&ë�øDåªé�è�é�ú @EX %&ë�øDåóßHàmÚ�çJøò÷�ß�é�ß
ãóßHÙ ð Ý7#�ßHãäâJÝ�ÚHÞ

εr = 5, 67 � Ûµ÷¦âJé&Ûµ÷JÝ7�¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙWßHçDë
ð ãªÝlÚHÞ�M�� � =�= ◦ åªé¯ßHãªé�Ú�#}ÝeÙµÜòãóßHÙ ð Ý�ú�	.÷�åªé ÷�ß�é�Û+�¡Ú
Ý�O[Ý�èeÛ�é�«�ÖñãóßHÙ ð Ý @EX %&ë�øDåóßHàmÚ�çJøòøDåªé�è���åäçJø�Ú��ñåªé
çJÝ�è�Ý�écécßHÙµÜ ßHçJø Ûµ÷JÝ{�.ß�#}Ý ð â�åªø�ÝÐÞ£Ú�Ù�Ú�â�Ûµ×�â�Û�ì7Ý�ßHà
åäç���÷�åªè�÷<Ûµ÷JÝ>øDåªé�è¯åªéxàmÚ�â�çoÛ�Ý�ø<åªé ð ÝeÛµÛµåäç ð ãªÚ�ç ð ÝeÙ
è�Ú�à¯×�ßHÙ�Ý�ømÛ�ÚxÚ�Ûµ÷JÝeÙ)��åäçJø�Ú�� à>ßHÛ�ÝeÙµåóßHãªéuú " Ú�Ù$Ûµ÷JÝ�é�Ý
Ù�Ý�ß�écÚ�çJéáåäÛáåªé ßHç*åäà¯×gÚ�ÙµÛcßHçoÛ Ûcß�éµö Û�Ú à¯åäç�åäà¯å � Ý
Ûµ÷JÝ�ø�Ýeà>ßHçJø�é6ÚHÞ5��åäçJø�Ú��*éµå � Ý�ì¦ÜaÚ�×�Ûµåäà¯å � åäç ð Ûµ÷JÝ
þ ßHâJé�éµåóßHç�ìgÝ�ßHà�×�ßHÙcßHàmÝeÛ�ÝeÙ�é�ú¬	.÷�ßHÛxåªéWÛ�Úlè�÷JÚ_Ú�é�Ý
Ûµ÷JÝ�à¯åäç�åäà�â�à <," ìgÝ�ßHà Ùcß�øDåäâJé�ßHÛ�Ûµ÷JÝ�åäç�×�â�Û�ßHçJø
Ú�â�Ûµ×�â�Û&ÚHÞ Ûµ÷JÝ��.ß�#}Ý ð â�åªø�Ý�ú
	²Ú ð ÝeÛ Ûµ÷JÝòà¯åäç�åäà�â�à ì7Ý�ßHà Ùcß�øDåäâJé

Rmin

ÚHÞÐß
þ ßHâJé�éµåóßHç�ì7Ý�ßHà ßHÛòß øDåªéµÛcßHçJè�ÝiÚHÞ � 2 �?6ý ø�ÝQë
écèeÙµåäìgÝ�é¡Ûµ÷JÝ&×gÚ�éµåäÛµåªÚ�ç ÚHÞAÛµ÷JÝWì7Ý�ßHàl�.ßHåªéµÛ^6K��ÝWÛcßHö}Ý
Ûµ÷JÝ ×�ßHÙµÛµåóßHã$ø�ÝeÙµå8#�ßHÛµå8#}Ý���åäÛµ÷áÙ�Ý�éµ×7Ý�èeÛ6Û�Ú

r0
ÚHÞ�Ûµ÷JÝ

�¡Ýeãäã6öoçJÚ ��ç Þ·Ú�Ùµà�â�ãóß Þ£Ú�Ù ß þ ßHâJé�éµåóßHç ìgÝ�ßHà Ùcßqë



øDåäâJé
r(z)

2 í 6mßHçJø Ý�æoâ�ßHÛ�Ý/åäÛmÛ�Ú � ÝeÙ�Úª2 = 6QúC	.÷�åªé
Ü_åªÝeãªø�é�Ûµ÷JÝY�.ßHåªéµÛ
ÚHÞ�Ûµ÷JÝxì7Ý�ßHà®2 [ 6 � ��÷�åªèc÷ ð å8#}Ý�é6ßà¯åäç�åäà�â�à�ìgÝ�ßHà Ùcß�øDåäâJé>ßHÛ Ûµ÷JÝl×7Ú�éµåäÛµåªÚ�ç � ú " Ú�Ù
Ûµ÷�åªéÐà¯åäç�åäà�â�à ì7Ý�ßHà8Ùcß�øDåäâJé

Rmin(z)
Ûµ÷JÝaìgÝ�ßHà

�.ßHåªéµÛ
è�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý�éxß�é�Ûµ÷JÝÆì7Ý�ßHà Ùcß�øDåäâJéWøDå8#oåªø�Ý�ø/ì¦Ü
√

2
2 ü 6Qú

r(z) = r0 ·

√

1 +
λ · z

π · r0
2

2 í 6

∂r(z)

∂r0
= 2 · r0 − 2 ·

λ2
· z2

π2 · r0
3

= 0
2 = 6

r0
2 =

λ · z

π

2 [ 6

Rmin(z) =
√

2 · r0
2 ü 6

ÖWé�éµâ�à¯åäç ð Ûµ÷�ßHÛiß ì�Ùcß � Ý�ø íeü¦ý à¯à øDåªécè â�çJø�ÝeÙ
Ûµ÷JÝy��Ù�Ý��é�Û�ÝeÙ�ßHç ð ãªÝm÷�ß�é ßHçòÝ�O[Ý�èeÛµå8#}Ý{�.ß�#}Ý ð â�åªø�Ý
øDåóßHàmÝeÛ�ÝeÙêÚHÞ ��ý à¯à ßHçJø1÷�ßHã�Þ�ÚHÞaÛµ÷JÝ�Ý�O[Ý�èeÛµå8#}Ý
ãªÝeç ð Ûµ÷�åªéj� ü � � à¯à Ú�çJÝáè�ßHçôè�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý ì¦Ü âJé�åäç ð
Þ£Ú�Ùµà�â�ãóßQ2 [ 6&å�Þ.åäÛxåªéx×7Ú�é�éµåäì�ãªÝ Û�Ú ð ÝeçJÝeÙcßHÛ�Ý>ß/éµâ�åäÛ�ë
ßHì�ãªÝ þ ßHâJé�éµåóßHç/ì7Ý�ßHà Þ£Ú�Ù�Ûµ÷JÝ���åäçJø�Ú�� àmÚ�â�ç¦Ûµåäç ð ú
*Wéµåäç ð Ûµ÷JÝxÝ�O[Ý�èeÛµå8#}ÝÆ÷�ßHã�Þ�ãªÝeç ð Ûµ÷

l
ÚHÞ�Ûµ÷JÝ���åäçJø�Ú�� �Ûµ÷JÝaà¯åäç�åäà�â�à <," ë�Ú�â�Ûµ×�â�Û>ì7Ý�ßHà8Ùcß�øDåäâJé

Rmin(l)ßHÛ�Ûµ÷JÝ�ÝeçJøaÚHÞ�Ûµ÷JÝY��åäçJø�Ú � ÷JÚ�âJéµåäç ð Þ·Ú�Ù íeü¦ýÐþ6ÿ��
åªéxè�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý�øáÛ�Ú í�ý � í à¯à ßHçJø Þ·Ú�Ù í�ý��/þ6ÿ�� åäÛxåªé
í�í � MHà¯à/ú @ Ú�çJéµåªø�ÝeÙµåäç ð � Ûµ÷�ßHÛ�Ûµ÷JÝm÷JÚ�Ùµå � Ú�ç¦ÛcßHã.×7ÚHëéµåäÛµåªÚ�ç`ÚHÞ�Ûµ÷JÝÆìgÝ�ßHà�ßHÛ�Ûµ÷JÝÆè�Ýeç¦Û�ÝeÙ6ÚHÞ�Ûµ÷JÝ���åäçJø�Ú��
èc÷�ßHç ð Ý�é�Þ·Ú�Ù�øDåPO[ÝeÙ�Ýeç¦Û�àmÚ_ø�Ý�é�Ú�çJÝ¡÷�ß�é�Û�ÚWè�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý
��÷�åªèc÷ ø�Ý#_åóßHÛµåªÚ�ç

v
ÚHÞÆÛµ÷JÝ/ì7Ý�ßHà8åäçiÛµ÷JÝ`Ú�â�Ûµ×�â�Û

�.ß�#}Ý ð â�åªø�Ý�è�ßHç ì7ÝxßHãäãªÚ��¡Ý�ø[úE	.÷JÝ6×�ßHÙµÛ
Pouter

ÚHÞ$ß
þ ßHâJécéµåóßHç<ì7Ý�ßHà¯��åäÛµ÷òÛµ÷JÝ>Ùcß�øDåäâJé ÚHÞ

Rmin

��÷�åªè�÷
åªé¡èeâ�Û.ßHÛ.ßHçlßH×7ÝeÙµÛµâ�Ù�ÝWÚHÞ

reff
åªé�è�ßHãªèeâ�ãóßHÛ�Ý�ø ì¦Ü�2 � 6Qú

" Ú�Ù.ßx×�ßHÙµÛ¡ÚHÞ ý ú í ° Ú�â�Û�éµåªø�Ý
Ûµ÷JÝ&ßH×7ÝeÙµÛµâ�Ù�Ý&Ú�çJÝ&Ú�ìDë
ÛcßHåäçJé
ß�ÙcßHÛµåªÚ>ÚHÞ

reff = 1, 858 · Rmin

ú

Pouter = e
−

2·r2

eff

R2

min
2 � 6

" Ù�Ú�à*Ûµ÷�åªé � Ú�çJÝ�è�ßHç ð å8#}Ý�ßHçmâ�×�×7ÝeÙ$Ý�éµÛµåäà>ßHÛµåªÚ�ç¯Þ£Ú�ÙÛµ÷JÝ�ìgÝ�ßHà ãªÚ�é�é�Ý�é�ú " Ú�Ù&Ûµ÷JÝ�è�ßHãªèeâ�ãóßHÛµåªÚ�çáß�è�è�Ú�Ù�øDåäç ð
Û�Új2 � ß¯è�Ú�çJè�Ýeç¦ÛµÙµåªè¯ßHÙµÙcßHç ð ÝeàmÝeçoÛWåªé
âJé�Ý�ø ì�â�Û&Ûµ÷JÝ
Ùcß�øDåäâJé�ÚHÞ�Ûµ÷JÝÐßH×7ÝeÙµÛµâ�Ù�Ý>åªé�Ù�Ý�øDâJè�Ý�ø<ìoÜáÛµ÷JÝ>ø�Ý#_å�ë
ßHÛµåªÚ�ç.2 " å ð ú � 6QúiÖ.ÛÐÛµ÷JÝlÞYÙ�Ý�æoâJÝeçJèeÜêÚHÞ í�ý��òþ6ÿ��
ßHçJøõß ì7Ý�ßHà ø�Ý#_åóßHÛµåªÚ�çõÚHÞ [ ú � à¯à � Ûµ÷JÝmÙ�Ý�±�Ý�èeÛ�Ý�ø×7Ú��¡ÝeÙ¡åªé.Ú�ì7Ú�â�Û ý ú í ° ÚHÞFÛµ÷JÝWÚ�â�Ûµ×�â�Û.×gÚ ��ÝeÙ�úE	.÷�åªé
÷�ß�é�Û�ÚxìgÝ�ÛcßHö}Ýeç>åäç¦Û�Ú ß�è�è�Ú�â�ç¦Û�Þ£Ú�Ù$Ûµ÷JÝ�çJÝ�iø�Ý�é�å ð ç

m)npoUq�r�s�²�v5� �������¦�������N®<¬o|�± �c~���|q�����Q��¶q�c~����o��|q����¬}�}�
¨ª~��NÅH�}�c�o��Áa���x®}��³D�c~��c�H�ÆÌ_�N���Ø®��c¶���������|u�o�
¨ª|u~x�`¹c¾�´m�6�S�zµ�º�¢·®}���u�W|q�¦®�w²~��c±$�����N~
±����¦®�|�±�Ç

ÚHÞ$Ûµ÷JÝ�æoâ�ß�éµå�ë�Ú�×�Ûµåªè�ßHã�àmÚoø�Ý�è�Ú�ç0#}ÝeÙµÛ�ÝeÙÆéµÜDéµÛ�Ýeà Þ£Ú�Ù
ß @EX %&ë�øDåóßHàmÚ�çJøj�¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙ���åäçJø�Ú �Æú
Ö í ú>L =�[ à¯à Ûµ÷�åªècö¶��åäÛµ÷ í�=�ý à¯à øDåóßHàmÝeÛ�ÝeÙaøDåªé�è
Þ·Ù�Ú�à·'�ãªÝeàmÝeç¦Û�$oåP� åªé�ß�#�ßHåäãóßHì�ãªÝÆßHÛ "54 1¯ú û Û�éµ÷JÚ ��é
ß�÷JÚ�àmÚ ð ÝeçJÝ�Ú�âJé&øDåªéµÛµÙµåäì�â�ÛµåªÚ�ç`ÚHÞ Ûµ÷JÝxãªÚ�é�é.ÛcßHç ð ÝeçoÛ
åäçêßHçêÝeãäãäåä×�Ûµåªè/ßHÙ�Ý�ß � ��÷�åªè�÷ è�ßHçùì7ÝÐâJécÝ�ø<Þ£Ú�Ù¯Ûµ÷JÝÝeãäãäåä×�Ûµåªè`éµ÷�ßH×7Ý ÚHÞxß¸�¡Ù�Ý��éµÛ�ÝeÙ���åäçJø�Ú�� - � / ú
	.÷JÝ
àmÝ�ß�é�â�Ù�Ý�øg#�ßHãäâJÝ�éÐÚHÞxÛµ÷JÝ`è�Ú�à¯×�ãªÝeÛ�Ý øDåªécè`ßHÙ�Ý/ì7ÝQë
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